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L’automate de Turing possède un nombre d’états fini et est composé d’une tête devant
laquelle se déroule un ruban divisé en cellules et qui peut se déplacer aussi bien de droite
à gauche que de gauche à droite. N’importe quelle fonction calculable peut être calculée
par cet automate grâce à l’ensemble de règles auxquelles il est soumis et que l’on peut
toujours déterminer. Ces règles sont de trois types:

1)
Dans un état Si, l’automate remplace Aj, contenu dans la cellule au dessous de la
tête par Bm, puis passe dans un état Sk

2)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la droite et l’automate passe à l’état Sk

3)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la gauche et l’automate passe à l’état Sk

Si   Aj   Bm   Sk

Si   Aj   DSk

Si   Aj   GSk
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Fonction de répartition de N pour ε=10−5
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(b) Graphe EVH, pour un bruit DVA
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(b) Graphe EVH, pour un bruit DVA
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(c) Graphe EVH, pour un bruit EA
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(c) Graphe EVH, pour un bruit EA
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(d) Graphe EVH, pour un bruit DG (log/log)
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(f) Graphe EVH, pour un bruit EA (log/log)
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(a) Graphe DVE, données parfaites
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(b) Partie gauche du graphe (a)

0.01

0.1

1

0 200 400 600 800 1000

F
on

ct
io

n 
de

 r
ép

ar
tit

io
n

Durée de viabilité

(c) Graphe FRDV, source E1
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(d) Graphe DVABM, pour un bruit DG
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(d) Graphe DVABM, pour un bruit DG
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(e) Graphe DVABM, pour un bruit DVA
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(e) Graphe DVABM, pour un bruit DVA
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(f) Graphe DVABM, pour un bruit EA
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(f) Graphe DVABM, pour un bruit EA
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(g) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=1E−2

1

10

100

1000

10000

100000

1e+06

1e+07

1e+08

0 500 1000 1500 2000

D
ur

ée
 d

e 
vi

ab
ili

té
 (

nb
re

 d
’it

ér
.)

Essai

(h) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=5E−3
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(i) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=1E−3
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(a) Graphe HEP, pour un bruit DG
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(b) Graphe HEP, pour un bruit DVA
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(c) Graphe HEP, pour un bruit EA
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{ ∀i ∈ {1,...,n}, Mi = maxj∈{1,...,q}{Mi,j}
∀(i,k) ∈ {1,...,n}{1,...,q}, Mi,k = α. minj∈V (Mi,k){Mj} 'G�F(
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%������� �� @ �$-�� ���� �� �����#�� ��$�


0.835 0.843 0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.886 0.878

0.843 0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.895 0.886

0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.914 0.904 0.895

0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.914 0.923 0.914 0.904

0.851 0.860 0.869 0.932 0.923 0.914

0.843 0.851 0.860 0.951 0.961 0.951 0.941 0.932 0.923

0.835 0.843 0.851 0.961 0.970 0.961 0.951 0.941 0.932

0.826 0.835 0.843 0.980 0.951 0.941 0.932 0.923

0.818 0.826 0.835 0.932 0.923 0.914

0.810 0.818 0.826 0.818 0.810 0.904 0.914 0.923 0.914 0.904

(a) (b)

(c)
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0.669 0.676 0.689 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.740 0.732 0.725

0.676 0.683 0.689 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.747 0.740 0.732

0.669 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.755 0.747 0.740

0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.762 0.755 0.747

0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.778 0.770 0.762 0.755

0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.778 0.786 0.778 0.770 0.762

0.000 0.000 0.000 0.778 0.786 0.794 0.786 0.778 0.770

0.000 0.000 0.923 0.000 0.000 0.000 0.786 0.794 0.802 0.794 0.786 0.778

0.904 0.914 0.932 0.000 0.810 0.802 0.794 0.786

0.914 0.923 0.932 0.941 0.951 0.961 0.970 0.843 0.835 0.826 0.818 0.810 0.802 0.794

0.904 0.914 0.932 0.941 0.980 0.851 0.843 0.835 0.818 0.810 0.802

0.895 0.904 0.932 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818 0.810

0.000 0.000 0.000 0.923 0.869 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818

0.000 0.000 0.000 0.914 0.904 0.895 0.886 0.878 0.869 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826

0.000 0.000 0.000 0.886 0.878 0.869 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818
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(d) Modification des marquages des états
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(e) Nombre d’itérations avant atteinte de l’objectif

(b) Valeur des marquages des états

(c) Exploration des états

(a) Politique de commande
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(a) Politique de commande
(c) Politique de commande

après exploration totale des états(b) Exploration limitée des états

(d) Politique de commande
lorsque l’ensemble des marquages est petit

(e) Politique de commande
lorsque l’ensemble des marquages est petit

après une exploration limitée des états après une exploration totale des états

!����������� C
��� ������� '�(� '�( �� '	( �������� �� 
�������	� �� 
����

����
� ��� 
� ���
��� �� 
� �

������
�� 	
������� ��� ������� '�( �� '�( �
������ 
� �

������ �� 	
������ ����� �� ���� �� 
������������ ��1������� 9
�� '�(� 
� ����� �� ����� �� 
��������������� ���� ������ ������� ��
�
������� ��	��� ��������
� '
����

����
� �� �
�� �� 
�������������� ��� �
���� ��� 
� ������
'�((� �

�� ��� �
�� '	(� 
� ���� ���� ������ �
������� 
��������
��� ��� ��������
�� ���
����
���
�� ����
��� ��� ��� 
� ������ '	( �
��� ��� �

������ �� 	
������ 
�����
� '�
���� ������

�� 	
������� �
�� ���
����� ��� ��� ���� 	��
�� � ������ �� �����
��� ���
 ����(� �� ����� ���

� 	�� �
�� 
� ������ '�(�
��� ������� '�( �� '�( �
����� 
�� �

������� �� 	
������� 
������� ���!� �������������� ��
"���� 
� ��
��� �� �����!��� � � FP� ��
� �����"� ����� ���� �� �
���� ��
�� �� ��������
����	������ �
����� ��� ���
 ���� �
��� �� FP 	
������� � ������ �� 	� ������� �
�� ���������

�
���	���� ��� ��1����	�� ����� '�( �� '�( �
�� 
�� �2��� �������� '�( �� '	(� ���� 	�� 	
�����
���

� ������ '�( �
���� ��� �

������ �� 	
������ 
�����
� '�
�� 
�� ����� � ������ ������
� 
�
���� ���
����� ��� ��� ���� 	��
�� �� �
��� �� FP 	
������� �
��!���� �� �������� ����	�� 
���� �
������ ������� ��� 
� ������	� ���� �
��� ��� �!	��(� D� �
�� ��� 	�
� ����� ��� ���� �
��

� ������ '�(�

���� &=? 7 9����	�
������ �� 
��
�
������ ��� 'G(

LH



�������� *�  
%������� �� @ �$-�� ���� �� �����#�� ��$�


������� ��� =
��� �������	��
� �
�� 
�� ���� 	��
��� ���� 
� 	�� �� ������ '�(� 
� =
�� �������	 
��
� �� 
� 	��
� ������ ���� 
� ������ A �������� B �� 
��%������ ��� 
������ � ��� 	��� @ 
�������
�
��� ������ 	���� ���

���� �
�� ���� 
� =
�� �������	��
� �� 
� �����!�� 	��
�� 9
�� 
� ������
'�(� 
�� ���� =
��� �
�� �������� �� ����!�� 
�����
� & � ������ �� 	����� ����� 
� �� ������ ����

� 	��
� 
� �
�� ��
	��� �� �� �� ���� ��� � 
� �2�� ������	� '�� ����� �� �
���� �� 	
�������(
��� ���� 	��
��� 
� �

������ �� 	
������ ���� ������ 
� �%��!�� �
�� ���� ��� 	��
�� �
�� ����

������� ����� ����!�� ������
���
��

0�"�� �
�� �
���
�� 
�������	� �� �����!��� � '"�� � FPP �������	�(� #
�� �����

�� ����

������� 
� �
���� ������� �� ��������� ����	������ �
������ ������ ��� F� )
 ��
����� 
����� 
��� �� ������ �������	��
� ����� 	��
�� 	���� � ���� 
��������	� ���� ����� ���� 
�
���	��� ������
� 	�
�� 	� �� ������� �� � �������
��� ���� 
�� 	�� ���	������� 
� ��
��� �� � ����� 
��������
��5������ #
�� �


�� ������� � 
������
� ���	������ �� "���� 
� ��
��� �� � � FP� ��� �������
'�( �� '�( �
�� 
�� �2��� ��� '�( �� '	(� ���� ���	 �� �����!��� � ����	
�� �
�� ������ ���
������� �������	��
� �
�� �����
�� '
�� �!	��� ��������� 
��������	� ���� �������� ����	������ �
 
�����(� D� �� ���� 	
���� ��� 
� ����	��
� �� ������ �������	��
� �� 
� �����!�� 	��
� � ������
����������� 
� �
���� ������� 	
����� ���� 	�
�� �� 
� �����!�� 	��
� & 	�
� ��� �3 �� ���� ���

����

����
� ����� �
�������� ���
�� �� 
� �����!�� 	��
�� ������� 
�� ����� ��
	��� �� 	�

� 	� �
��
� �
�� �� FP 	���� �� 
������ 	��
� '�
�	 �� ������� ��� 2��� ������� �
���������� � 	���� ���

�(�
D� �������� ��� 
� ������ '�( �������� ��� �� ������ �������	��
� ������
 �
�� 
� �����!��
	��
�� �
�� ��� ����
�� �� ������ �����

����
� ��� ��������
�� �
����
��� �� ������ '�( �
����
�� 	
������� ��� 
� ������ �������	��
� ���
�� ��� ���� 	��
�� 	
��
��� 
��������
��� ��� ����� �
������ ������
� �
 ����� �� �
��� FP 	
������� �
�� ��������� ��� 	��
��

0� 	
�	
���
�� 	�� ����
���� ������������� �
������ 	
�������� ��� �� 
������ �%������
����D�%���������� �%���� �� 
�������� ������������ !�� & �� 
� �
������ �� ����
��� 
�����
�
�
 ��� ��	������� �� ����
	��� 
� ����� �����

����
� '	
�����	��
� �� ������ ������� ���� �������
�� 	
���� 
�� ��������
�� ���� 
�� ����� ���������( �� 
� ����� �����

�����
� '	
�������� 
�� ���� 
����
�� ���� 
�� ����� ���������(� ��
� �����"� ���
� ���
�	� � 	������ 
� ��
��� ��� ���������
���� 
� ����� �����

����
�� 	� ��� ���� ��������� 	
��������
����� 
� ����� ���������������� [

��������� �
��� �
�
������ �� 	�
�� �� 
� 	
������ ���
���� ���
� ����� ����	������ � 
� �����
�����

�����
� �!� ������ 	��
� ��� ����	���� 	� ��� �����\�� ��� �
� 
�����
��� �� 
� �

������
�� 	
������ ����
������ -����� 
�������
� ��� �����
�� ��������� 	� ������ �
���� 
�����	� 	� 
����
 �� 
� �
�


��� �� ������ �������  	���� � ���� ��� 
���� �
����
�� ����� 
�� �����  �
�� 
�
�����������
� ����� �

������ �� 	
�������

#
�� �


��� � �������� ������ �� �
��� G� �� ��
�
	

� �����������
 ������� 
� �
�� 
���� 
�
���� #
�� ��
�� ���
��� 
�
% �������������� 
�E	������ ��� �
�� �
���
�� A �����
�������
F B �� A �����
������� G B '�
�� �����	�������� 
�� "����� G�N� ���� LL� �� G�O� ���� LM( & �
� ��
��1����	���� ��� 
� �
���� ��
����	
�� �� 
� ��
����
��� ����������� ��� 	��
� �� 	�
�������� 
��
	
������� �� ������� �
����b
�� ��� 
�� ����
���� 	
�	������ ��������������� "� ��� ���

� �
�� ����
�� ��������
� ��� ������� �
�� 	�� �����
������� ��� �
��� ��� 
� "���� G�N� ���
������� '�( �� '�( �
������ 
�� ��������� ���
	��� � 	����� ����� �����	�������� �
�� ��� ��
�
�� 
� ����
�� �� Q ��������� )
� �
�� 
�� ����
���� �� ������� ����� �� ������� ��������������
��� ������� '	( �� '�( �
������ 
�� 	
�������	�� �����	����� ��� 
��
�
������� ��� �� Q ���������
�

�� ��� 
� ������ '�( 	
����� 
�� �
����� �
%��� ���������
�� �
�� �������� � 
�
���	��� �� 
�
������ '�( �
���� 
���

���
� 	
������ �� �
���� �
%�� ��������� ��� ������ #
�� �������
��

LJ



*�Q� 0���
��� �� 
��	������


�� ����� �������� &

X 
� ����
�� �� Q �������� ������ �� ��
���� ��� ���

���� �

������ �� 	
������ ���
���� 0� �1��� 
� ������ '�( �
���� ��� 
� �
���� �
%�� ���������
�� �� �
�� �� KPPP
������ ��� �������
� N �
�� 
� Q ��������� �

�� ����
 ��� �������
� FF �
�� ��� '�
�� 
�
=
�� ������������ � ��� 	� ������(�

X ��� 	
������ �
�� ���������� ��� Q �������� & 
���

���
� 	
������ ��� ������� '	( �� '�(
�
���� 	� ����� 9
�� ��	��� �
��"	���
� �� �������� ����� ����	��� � ������ �� GPP�!��
����� '=
�� -( �
�� ���� �

�� ��� 
� �
��� �
%���� ��� �
��"	���
�� ��� Q ��
��� �����
������ ��

� �
�� Q �������� �� KPPP�!�� ����� '=
�� 4 �� ������ '�((�

X ��� ������� "��
� ����	
�� �
�� ���������� ��� Q �������� & 
� ������ '�( �
���� 	� �����
9
�� ��	��� ������ ����� ����	��� ���!� 
� GPP�!�� ����� �
�� ��
 '=
�� �(� �

�� ����
 ����
�
�� �� FPPP ������ �
�� 
������ 
� �2�� ����
��� ���	 
� Q ���������

�� ������ '�( �
���� 
� �
� 
�����
��� �� 
� �

������ �� 	
������ ���	 ���� 	� ��� � ���
���
���� ���� 
� �����!�� ����� ����������	��� -

�� ��� 
� ������ '�( �
���� ��� 
� �

������
�� 	
������ ��� ������� 
�����
� ���!� 
�������������� ���
����� 
� Q ��������� 0

� ��� ���
�� ������ �����

����
� ���!� ��� ��� 	������ ���� 
�� 	��
�� ����� ��� ��
����� �� 	
�������	�
������ ��� �
����� ��� 
� ������ '	(� ��
�� 	� ��� �� ������	� �� ��	 '���������� 
� �
����
�
%�� ���������
�� ����
 ���� �
�� ��	
����� 
�� 	��
��( ��� �� ����� � 
� GP�!�� �������
�� ���� ���
��	�
�����	� ��!� ������ ��� �
��"	���
�� ��� ���������� ��

�� '�� �
%����� �
�	 �
�� �
�� 
��
������( ���!� 
� GPP�!�� �������
�� �� ������ '�( �
��� ��� ����
���� ���������� ���� 
������ ��
�
�� ���� �
���� ���������
�� �
�� ���
������� �
�� 
� ����
�� �� Q �������� & 
� ��	 �� �����
���� 
� HPP�!�� �������
� �� 
� �
%���� ��� �
���� ��� �
��"	���
�� ����� ������ ��
 '��!� ����
�
� 
� KPPP�!�� �������
�� ���� �
� ��

�(�

��������������� &� �
�� 	
��
���� ���
�"� 
�� ����
���� ��� �
�� ���
�� �� �
����� ���� 
����
� ��� ������� ��� �
��� ��� 
� "���� G�O� ���� 	� 	��� 
� �

������ �� 	
������ �
�� 
� Q�
����� ��� ������������� � 
������ ��� KPPP ������� 	�� 
�������������� ��� 

�� ��2��� �	����� #
��
����
�� ��� ��	
�� 
�� �
����� 	
�	������ 
� Q ��������� 	�� �

�� �� �
�� ��� ���������������
���� ������������� �	���� 
� ��� 
� �
��� �� 
�2���� �
�� 	� �
���� ��������� ���
�
������ ���
������� ����� � 
��� �� ��
���� ��� �

������ �� 	
������ ������������� '������ '�( ( �� ��
�
���� ���������
�� 
������ -� �
�� �� GPP �������
�� �� �
%����� 
� 	��
� ��� �������� �
�� 
�
�����!�� �
��� ���������� ��� �
��"	���
� ������� ��� ��������� ���
	��� ��� ����� '
� ��
!��
�� ��	 ���
����� ��� 
� ������ '�(� ����� ����� 	���� ������ �� ����� ����
���
� �� �
����
�
%�� �� ��������� �
��"�� '=
�� -((� �� �
���� �
%�� ��������� ��� 
�� FPPP ������ �������
��
 ���!� 
� GPP�!�� �������
� '������ '�(� =
�� �( �� 
��
�
������ � 	
������ ���� �
�� 
�� 	��
����� 
� GPP�!�� �������
�� �� �
���� �
%��� ���������
�� �
�� ��������� 
�
���	��� ��� 	
������
���!� 
� GPP�!�� �������
� '=
�� 4 �� ������ '	((� ��� ����
���� �
����� 2��� 	
������ ���	

������	� �� ����
���� ������������� �
�� 
��
�
������ �� Q �������� �� �
�� �� KPPP�!�� ������
�� ���� �� �������� �� 
��������������� ��� ����� �������
� FP �
�� 
������
������� ����
� ���	� 
����� ������� ����	
�� �
�� ���
����� �
�� �� �����
������� �
�� 	
��
���� ������� ����� 
�
	
������ '������ '�(( ��� 
����

����
� � ��� ��������� �
��
� '�
�� 
������
� ���������������
	
�������(� 	� ��� �����"� ��� 
� �

������ �� 	
������ �
���� ��� 
� ������ '�( ��� 
�����
�
'	
��� �
�� 
���
�� ���� �
���� �� 	
��� ��� �����!��� ��������	��(�

#
�� ���
�� �
�	 �� �
����� 
� ���� �� ����� ��������������� �� 
��
�
������ ��� ��� ��� 
�
�� �� Q �������� �� 
� "���
��� �� 
� �

������ �� 	
������ 
������ '�
 ��% � �
�� ��������
�� �
�� ���� 	������ �
���� ��������(� )
 �
�� ����� �� �
��� ��!� ����������� & ������ 
�� 	��� 

LK



�������� *�  
%������� �� @ �$-�� ���� �� �����#�� ��$�


1

10

100

1000

1 10 100 1000 10000

N
b
 m

o
y
e

n
 d

’it
é

r.
 a

v
a

n
t 

c
ib

le

Essai

(e) Evol. comparées du nombre moyen d’itérations avant cible
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(d) Somme moyenne des modif. des qualités par essai  (QL)
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(c) Evolution moyenne du nombre de marquages modifiés (CbL)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 10 100 1000 10000
N

b
 m

o
y
e

n
 d

’e
rr

e
u

rs
 p

a
r 

e
s
s
a

i

Essai

(f) Evolution comparée du nombre moyen d’erreurs par essai (CbL/QL)

(a) Politique de commande (CbL) (b) Politique de commande (QL)
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(d) Evolution du nombre moyen d’erreurs par essai (CbL)
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(b) Evolution moyenne du nombre de marquages modifiés (CbL)
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(c) Evol. du nombre moyen d’itérations avant cible (CbL)
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(g) Evolution du nombre de marquages modifiés
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(h) Nombre d’itérations avant cible
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Comportement de suivi de mur actif

Zone de visibilité
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����� �� 	����
� FP #

Xmax G�J �
θmax FG ���

����  =& 7 ��	
����� �� 
�����	� �������

θ '���( e L� U L @ FU� U F @PU� UP @FU� UF @LU� ≥ 6
θ̇ '����s−1 e KP � U KP @KPU� ≥ 50

� '�( e P�N� U P�N @P�NU� ≥ 0.8
ẋ '��s−1( e P�K� U P�K @P�KU� ≥ 0.5
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�� 
� 	�
�� �� 
��	��
�� �
�� ���
��
�� ��� ����
�� A � 
� 4

�=���� B� �
�� 
� ��	����
�� ����������� * ���� P�PF �� ����� �� 
�������������� �� ������� ����
�!������� �� ����� ��
	����� ������

��� �����
�� �� 
	�
�� �� !���	������

D� 	
����!�� �� ���
 ε ∈]0,1[ ����� ��� 
� ������
� �
���
��� ���	�!�� X� ��"��� ��� 
� 

�
�������� &

∀k ∈ N
∗P (X = k) = ε(1 − ε)k−1

0� 9'^]P( ] P�

)
 ������ ���� ����� 

� �� ��
����
��� ��� N 	��
∑∞

k=0 P (X = k) ������ �� ���� F�

���������	� 0U^V �� 	�
	�
� 	
��� ���� &

E[X] =
∞∑

k=0

kP (X = k − 1) =
∞∑

k=0

(k + 1)(1 − ε)k

D�� 
� �
���
∑∞

k=0(k + 1)rk � �
�� r ∈ [0,1[� ��� ��� �
��� 	
������� �� ���� 1/(1 − r)2�
��
6 &

E[X] = 1/ε

������� ����� 
� ������	� ?��U^V ��� �
���� ��� 
���������
� �������� &

V ar[X] = E[X2] − (E[X])2

#
�� 	�
	�

�� E[X2] &

E[X2] =
∞∑

k=0

(k + 1)2ε(1 − ε)k

NL



 �/� ��
��
 ���� ���������� ε̂ ��� 
� �$����� �� ��#���� �� ��������
����

#
�� ���
��
�� � �
����� 
� ����
��� �� 
� �
��� 	
������� �������� &
∑∞

k=0(k + 1)(k + 2)rk

��� ���� 2/(1 − r)3� 0� ��	
��
���� E[X2] �
�� ����� ������\��� 	���� �
���� 
� 
������ &

E[X2] = (2 − ε)/ε2

D� �� ������ 
���������
� �� ?��U^V &

V ar[X] = (1 − ε)/ε2

��� �	�
�� � �
 �����	���� ε̂ !	� �	 ������� �� �	%���� ��
'�	������	

�

D� 	
����!�� �� ���
 ε ∈]0,1[ ����� ��� 
� ������
� �
���
��� ���	�!�� ^� ��"��� ��� 
� 

�
�������� &

∀k ∈ N
∗P (X = k) = ε(1 − ε)k−1

0� 9'^]P( ] P
D� 	
����!�� � ������� �� � �	�����


� x1,x2,...,xn ���� �� � 
��������
�� �� ^� 0� ����
����

��� 	�� 
��������
�� �
�� �������������� 
� �
�	��
� L(x1,x2,...,xn|ε) ���� &

L(x1,x2,...,xn|ε) =
n∏

k=1

P (X = xk)

0� ������� 
� 

�������� �������� �� �� �
�� ����
�"�� 
�� 	�
	�
�� 
� 
������ &

lnL =
∑
k=1

n(ln ε + xk ln(1 − ε))

#
�� 	���	�
�� 
� ������� �� � ������� 
� ������
� ε� 

����� x1,x2,...,xn �
�� "���� )
 ����� &

∂ lnL

∂ε
=

n

ε
−

∑n
k=1 xk

1 − ε

9
�� ε ∈]0,1[� 	���� ������� ������
� �
�� &

ε =
1∑n

k=1 xk

n + 1

D� ����"� ��� 	���� ��
��� 	
�����
�� ���� � �� �������� 9
�� 	�
�� �
 ���� �������� 
� �������
��	
��� &

∂2 ln L

∂ε2
= − n

ε2
−

∑n
k=1 xk

(1 − ε)2
< 0

D� 
������ �
�	 �� ���������� ε̂�

NM
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����� �� �������� (

NN
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����� ������

�������	����� �������	� ��#�

NO





�

$��
�� ����� ��	%�� �� ������&��
��
���#

��� �
�����
���


'#�#� ����
 ����������


#
��� �
�!
� ���� �%��!�� ��������������� ���	��
�� ������� ��� �	���� �� ���� �
�� �%��!��� &

� ������� ��
		��� �� 
�������������� ���	����� '-9(� �

�� ��� 
� ��	
�� ������ �� 
��������������
�� 
��������� ���� 
���	��� '-D(� �� �����!�� ������ �� 	� �
	����� � 	
�	���� 
�-D� �� ����
���
�� 
�-9 ��� �� ��������� 
�� 	���� 

 ��������

>� �	���� �� �
�!
� �� �
�� �%��!�� ��������������� ���	����� � ��� �
��� ���� 
������ 
��
�
� '"���� F� ���� ����(� )
 �� �
��� ��� 
�� ������ 
� ������������� 
�E	����� 
� �����

� ������� & �
�� ����

�� 
� �
���

� �
��
� ����������� ����������� ���� �
��� 	��� 
��� 
�
�����
� ���	������ ��� 
� ����
��� ���� ��
	����� �%������� �� ��
�	��
� � ������ ���� �����

�� ���� ������
� ������������ �������� 	
�	������ 
���

���
� ������ �� �����
� ��� ������
�
��� �
��� �	������

�� �
�� �%��!�� ������ ��� 
� ���
���� �� �
��"	���
� �� 	�

� 	� �� 	
��� �� ����� ����
����
��  ������������ +��������� �
��
������� � �
��� �����	��� 
� ����
�� ��� 
� �
�� 
�%��!�� A ���
��� B ��� �
����� � 	����� ��� �� ������ � �� ������
� �� 	
��������� & 	�

�� 	�
���
�� �
����� !��������� 
�'�����������	 9!': �� !��������� 
�;�����	 9!;:� �� �� 
��
��� �� 
�������������� ���	����� ��� �� 	��������� �� 
�������
� ��� ���
�����
�� ���	�������
����	���
���

�� ���
��� ��� 
� �������� 
�	�	������� ��������������� 
	���������� 	
�	������
��	���
���� �
�
�� 

 ������ @ 	��� 	� ���
�� �
���� ���������� 
�	���
���� 

 ������

�� �
�� ����
������ ���������� �� ���	�"	���
� ����� �%�
��!�� ���� �
���� ���� 	� 	��������
�����
�����
� ���	������ ��� �� �
�� ������
� ��	
�� ���� 	�� ������
�� 0

� 	
�����
���� �

����� �� �%��!��� ��� ��� ��� �
���� �������� �� �
�� �%��!�� ��������������� ��
���	��� '	�� 
����� G(�

�����
�����
� ���	������ ��� ���������� ��� �� ��	������ �� ��
�	��
�� ��� �
�� ��	���
��
���� 	� 	�������� #
�� �
�����
�� 
�� �
�
������� �� ��
�	��
�� ���� 
� 	�� 
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�� 
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 	�
�� 	� ��� ��"��� ���� 	� ������� 	��� �
��
�
�����
�� ����
 ��� �
����
�� ��$	� � 
� ���
��� �� 	�
	�
 ��� 
�� �������

��� �� ���������� ��
����!�� ���	�� �� �3�� ���� ������
�� ��	������ 
����
�����
� ���	������ ����� �� ��	������
�� ��
�	��
��

��� 	
��������� �� �
�� �%��!�� �
�� �
����� ��� 
� �
���
�� ��� �� 
	������� 
�
�� ������
������ ���������� ��� 
� 	�	������ ���� �� ��	���� �� ���� ��	�
���3 �� ������
�3
����� �������������� �� �
���
�� ��� ���
�	��� ���� 	� 	�������� �� ������� �� ��
�
!�� A � B�

'#�#" ���	 � �*������

��
���	��� �� 	� 	������� ��� �� ��	���� �� �
�!
� ������������ �� 	���� ���
���� �� �
��� 

���� ���
	�� �� �����	� ��� 	
��������� ���� ���
�� ���� 
� 	������� ��������

�� �
�� �� 	������� ���� �
��� �����	�� & ���� �� ������� ������ �
�� ��	���
�� 
� �
�� 
�%��!�� ��������������� ���	����� 'aH�G(� 0� �����	�
���� �
�� ����
����
�� 
�������
� ��� ���� 
�!���� �� 
� ���
���� 0������� �
�� ���	�"��
�� 
� ��	������ �� ��
�	��
� ��� �
��� 
����
�����
�
���	������ � ������ ���� �����
 �� ����� ���
��� 'aH�H �� aH�J(� 0�"�� �
�� ��	���
�� 
� �
���
��
�� ������ �� 
����
�����
� ���	������ ����� ��� 
�� 	
��������� ���
������ � 
� ���
���� ��� ��
��	
�
��� & 
� 	
�������� ��
��������
��� '�D( �� 
� 	
�������� �����	��� '�>( 'aH�K(�

0� ����� �� 	
�	
���
� � 	� 	�������� �
�� ���
�� 
� 
��� ����� �
��� �
�!
� �� ��� �
�!
��
���������� #
�� �
�����
�� �� �����	�
��� ����
 �
��!�� �� 	���	�!�� �� ������	��� ����������
��������� ��� ���
�����
� ���� �� 
���� �
����� �����
�	���
�� �� ���������� �� �����
�

��� 1���(�)����� � 	!!��
����	�� !��
�!���

'#"#� (��������
��& �
 �� �
�	��������	 ��������2�

�� �
�	��
� �� �
�� �%��!�� ��������������� ���	����� ��� ��������� � 	�

� ���� 	
������� 
���� ���

�����Y��������� & � ������ ���� �����
� �
 ������ �� ��
����� �� �
���� �� �
����� ����
������
� ��"�� � ������� �� ���
� ���
	�� � ��� ��
��� ��������� ���� 
� 	�� �� 	
������������
���� 	� ������� 	��� 7����
� � ����
� 
�� ����������� ��	����
�� �
�� ��� 
� �
�	
� ��� 


�����Y���������Y���

����� 	
��
��� 
�� ����� 
������������ �������� & �
 ������ ���
���
�!��� ���	�����


����� �� �� ������"	���
�� �� �
��
� �� ��
�� 
� ���
�� ��	
�
� ��
	���� �
���
�����
�� D� �
���� �� ������� � 
�����	
� �
������� �� 7����
� U7����
�� FOJNV �� �
��� ���
%�� ����
����� �� 	
�	��� �����
�����
� U7���
� FOONV�

#
��� ��
�
�������� ��� ��1������ �� 	�

� �� 7����
�� 	� ��� �
�� 	
����� � ����
�����
��� ����� �
��
� �� 
����
�����
�� ����
�� ����������� ����������� ��� �� 2��� ������� ��
����������� ������
������ 	
��������� �� �
�	��
� �� �
��� �
���
�� �
��������

#
��� ����
	�� �
��!�� 	�������� ����
������ 	
�	�����

�� ���	 	�

� �� 
� ��	������ ���� 
������ #
�� �� ���
�� ���
���� �
�� ���� 
� 	������� L� ���� �
��� 	��� 
� �
�� �%��!�� �������� 
������� ���	����� ��� 
� 
	�����
�� -���� 
���������	�� �
�� 	
�������
�� �� ������
� ������� 
����� �
���������� ����	���
�� '
� ���
���(� �����
�����
� ���	������ ��� 
� ���5������� 
�

	�������� ���
����	�� 
�	�	������� 	�	��������� �� 	
��� �� 
���������	��
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Information perceptive
Sélection des

hypothèses valides
Signal X

Ensemble
d’hypothèses

Mémoire M

instant t instant t+h

���� )=" 7 ?�� ������
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#
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�� �	���� �� �
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��!��� ����

���
� �� �����

����� 
�� ������� � '����� �� ��	������ �� ��
�	��
�( �� �_� '��
�����
� ����� 
� �� �
�������
�%�
��!���� 
� 	�� �	����� �(� 7
� �T
� ��� �� ��
���� 
� ������
���� 
�������
� ��� �%�
��!����
����� ��� � ���� 	
������� ���� 
� ���
���� #
�� ����
�
�� ��� 	� ��	������ �
��!�� ���
�������
� ����
��

� '
� ����� �� ��
�����
� �(� �����
�����
� ���	������ ��� ��
����� ���� 
�
	�� 
6 �� �
��� ��� �%�
��!�� ��� ��
����� �� ����� A ��
������ B� ��� �
�� ��
�� ���
��� ����

� �
�� ��	��
� ���	������� ��� ���������� �	� ��� ��� �%�
��!�� ����

���
� �� �����
� ����� �

�������� � �� ��
���� � 
�������� �_��

���� 
� ����� �� 	� �
	������ 
� �
���
����� 
�� ��
���� �� �����
 X� �� ����
���� ����

��
�
�� �
���� 	
������� ���� 
��������

� UP�FV� D� 	����� 
� ��	���� 'xt,xt+1,...,xt+h−1( � ������ ���

��������
�� �� ^ ������ ��� �������� �� �_F� ���� �_� F� �� ��	���� ���������� �
�	 � 
��%���	���
[0,1]h� ��� ��
���� �� ��	���� ���
�� ��	������� � �������

� �� ����� 	
������� ���
� ����
����
2��� ���
 �� ��� ���	�����


����� ���
	�� � 
� ����������
� �� �����
 ^�

�� �� ���%� G %�%
��� H � ��� �,
��� �� ������
� �(�� �� �I�� �� �������  �� �� %�%
��� #�
�
�� �� ��%#�� $
���
���� �� 	����	��
�� �� ������� �� ������� 	�� ��� ��	������ �!������	���
�  �� �� %������ �� 	���� �(�� �!�
	��������
���� �
�%� ��������%��� �� ������ �!�� ��#�� �������� �� 
�(���� &� E� ��� 	
���#��  �!������ ,*	
�,+�� ��
�
�� ��������

OH



�������� +� 9���
� �����$������ �� ����!�	����� �� 0

0

1

0
pas de temp

Valeur

l

Génératrice

1 2 3 4
=h−1

�� �
�	��
� �'�( ��� 
� 	
���� �������� �� �
����

��� >� 	%
������ ����
� ������ ��� ������ � ������
�� �'�( '���������	�( �� �� �����!��� 
 '��	��
� �� 	%
�����(�

���� )=& 7 ��"����
� ���� �
	��

'#"#' $��+�� �
 	 �2�	���	� �����	�����

��������
� ��� 	
��������� ��� ���
�� ���
������ �� �
�� �%��!�� ��������������� ���	�����
�� �
	�
����
�� ��� 
� ����	���� �� 
� ���
���� ��

� 	� ��� 	
��
��� ���� ������
� ���%�
��!����
��� �
�� ���	�����
�� ��2��� ����	���� �� 	
���	� �� 
������
������� �� �%��!�� '	���� � ���� ��
��	������� 
�� ��
���� ���� �����
 X(�

>�� �%�
��!�� ��� ��� �����	��
� ��� 
���

���
� �� �����
 ����� 
�� �������� � �� �_�� �����
�����	��
� ���1�	��� � 
�������� �� ���%�
��!�� ��� 	
��
��� �� ���� �
������ &

X ��� �
�	��
� �'�( � ��
���� ���� UP�FV

X �� ����
�� '����
(� ���	 h ∈ N,h ≥ 2, : i ∈ N,i ≤ h, l ∈ R, ∈]0,1[
�� �����!��� h ���������� 
� �
���� �� ��� �� ����� ��� 
�����
� 
� �� �1�	���� ��� ��� 

��	��
� ��� 
���

���
� �� �����
� >� 	%
������ ��� �
�� ����

��
�� ���
�� ��� 	
������� � ������
�� �����!��� 
 '��	��
� �� 	%
�����( �� �� 
� �
�	��
� �'�( '���������	� �� 	%
�����( ��� � ���
�� ����� '�
�� 
� "���� H�G(�

��	�	������ 	�	�������� ��� �� 
	������� 
� �� ����
����� 
� ������������ ��

� 	�
���� ���� ��
���� �� �
�� �� h ��� �� ����� �� �� �
�� i ��
���� �� �����
 ����� xt,xt+1,...,xt+h−1

�
�� � 
���������� �� 	%
������

�� �����!��� i ���������� �
�	 �� ����
 
����� ��������� � �� ��� �������� �
�� ��� 
��%�
��!��
�
�� ��
����� �� ��
�����
� �� 
��%�
��!�� ��� �
�	 �
����� � ���� 	
���������� ���	�"��� � ������ &

X 
� ����� �� ��
�����
� �� 
��%�
��!��� �
���� ��� 
� �����!��� �

X 
� ���� �� ��
���� �� �����
 ������ 2��� � 
���������� �� �
	�� '������� ��� '� �(Y�(

��� ����������� ������
	�� � �� �	����� ���� ������	����� ��� �������� 9�3�3�: ���
��
��3 �� �������� 
� ���������� 
�� ���������� 9������� I ���
�: ��������� �� �	�
������

'#"#- $���	�
�� �� 
�������	 ��
 *,���*+
�
 2�����


�� ��	������ �� ��
�	��
� '�
�� 
� "���� H�H( �� 	
������� � 	
��������� � ����
� �������
�� 
�������
� ��� �%�
��!��� 	
������� �� ���
��� �� � 
�� ��
���� 
� 
�� ����
���� ������� 
���� 
�����
� �� �����
 ���	 	����� �%�
��!�� '����
�� '����
( �� �
	��(� ����� ��������
� �� ������ ��

OJ



+�+� 9$������� �� �$
������ ���� �� ������
� -�� ���	��������

0

1

t

t+1

t+2

t+3

t+4 temps

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

t temps

hypothèses à t

Ensemble des

EH(t)

t+h

Ensemble des

événements
détectés

EH(t+h)

Sélection

�� ��
�	��
� '"���� �� ���	��( �
������ �� 	
��� �� ������ 
�������
� ��� �%�
��!��� ���%���
��� �����	�� 
��� 	
��������� �� "���� �� ��
��� �
���� 
� 	
���
�����
� ����� �%�
��!�� �%���
	
��� �����!���� �]K��]F �� 
]P�F� ���� 	� 	��� H �
���� ��� K �
�� ������ � 
���������� ��
	%
����� ���
	�� � 
��%�
��!�� & 
�� 	
��������� �� �
�� �
�	 ��� �����	����� 	�� 
� �
���� ��
��
���� �� �����
 � 
���������� �� 	%
����� ��� G� ��������� ����	������ � ��

���� )=) 7 7�
�	��
� ����� �%�
��!���

	
������ 
� �
���� �� ��
���� �� �����
 ���� 	����� �
	�� @ 	� �
���� �
�� 2��� ��������� � h− i
�
�� ��� 
��%�
��!�� �
�� ��
����� �� ����� �� ��
�����
� �������� �� 	��	��� ��� �%�
��!���
'�

� ��� "��� ��� 
� �����!��� h ��
��� � 	����� �%�
��!��(�

��������
� ��� �%�
��!��� ��
����� �� 	
��� �� ����� 	
��������� 
����
�����
� ��� ����
��
����� �� �%��!�� ���������� ��
���	���� )
 ���� ���� �
��� ���� �� ������� �
���� �
 �� ����
�����	��� �%�
��!�� �� �
�� ��
���� 
� ���� �� 	
�������� �
������� �%�
��!��� �
���� ��
������

��� ��
	
���� �� ����
���
 !��� �
 �
������ 2
� � �)!�������

'#'#� �	���� ����	

#
�� ��
�� �������� 
�� 	
��
������ �� �
�� �%��!�� ��������������� ���	����� & �
 ������ ����
��	������ �� ��
�	��
� ������� ����
 �� �����
 ^ �
�� ��
���� 
� ����
���� �� ������
� ���% 
�
��!��� ��� ����
��� '
� ���
���(� [ 	����� �������� 
� ����
�� ��� 	����� �%�
��!�� �� 
�
���
��� ��� ���	�����
� ��2��� ��
���� & 
� ��
�	��
� �� ��������� ���
������ 
�������
� ��� �%�
 
��!��� �� ������������ ��� 
��� 	
�������� ��

���� 
� 	�� 
6 
� �
���� ���%�
��!��� 	
������� ���� 
� ���
��� ��� "��� 
� ��	������ ��
��
�	��
� ��������� � 
����� ���� �
�
������ ��!� ����
� & 	���� 
�
���� �� 	���� ��	��
��

�� 2
��  �!��� ,*	
�,+�� �
�� (������� �� ����  ��� �� %
���� ,=� (������ �� ������ �� ��
�(��� ���� �� �
���
���
��� 7 �����=���

OK



�������� +� 9���
� �����$������ �� ����!�	����� �� 0

'#'#" �������*��

��������
� ��� �%�
��!��� ���� �
�� � ] M1,M2,...,Mn
�� >�� �%�
��!�� Mj ��� ���
	��� �

��� �
�	��
� ���������	� Cj(t)� ����� ����� ����
�� 'hj ,ij ,lj(� ���
�
������ �� ��
�	��
� ���� 2���
�����
	�� ���� �������� 
��%���������D�%���������� �
� 
�� �	���
� 
� ����� �����
0� �1��� �
 �
��!�� ���� �
�	��
�� �����
������ ��� ������	��� � 	����� ������� � & ��� ��������
�
���%�
��!���� ��� ���� � ��������� 
� �
���� ���%�
��!��� ��� �
����� 2��� ������� � 	�����
�������� �� ��� �
�������
� ���%�
��!���� #
�� �


�� ���
�	���� 	�� ���� ��������

�� ��������
� ���%�
��!��� ��� ��!� ����
�� 0

� � �
�� ��� 
��%������ 
�������
� ��� �
� 
����
���� ����

���
� �� �����
 	
������� ���� 
� ���
���� 9
�� 	�
�� � ����
� ������� �� 
�
���!�� 
�������
� �
��
 ��� �%�
��!���� �
�� 0'�( & 0'�( ] �� D� ��
��� 	�� ������
� � 
��� 
����
�� �
�� *0'�(� ��� ������
�� 0'tk(� �
�� tk ≤ t� 	
�������� � 	�� ������� �� 9�� 	
���������
� 	����� ������� �� 
�������
� �
��
 ��� �%�
��!��� 	
��������� ��� �������� �� 	������
 �� ��
	���� � ���� ��

?
�	� 	
����� �
�	��
��� 
��
�������
� ���%�
��!���� [ 	����� ������� �� 
� ��	��!�� 
�
��
��� �� �����
 ^'�( �� 
� �������� �
�� 	��	��� ��� �%�
��!��� �� *0'�( �� �� 	���� ��
���
���������� �� �
	�� ���
	�� � 	���� �%�
��!��� 7� 	� ����� ��� 
� 	��� 
� ��	������� �� 	
������
��������� K(tk,j)� ��� ��� ��
��� � 
��%�
��!�� Mj �� 
�������
� 0'tk(� -����� 
� �� �
��
��
�
������ ��� �
������ Mj �� 0'�(� �
�� ���� ����
�� & �
�� Mj �� �����	�� ��� �� 	
��������
'K(tk,j) > ij(� �
�� 
� ����� �� ��
�����
� hj ��� �������� 't − tk = hj( �� 
��%�
��!�� Mj � �
� 
��
�� � �� ������� tk < t� ��� ��
����� �
�������� �%�
��!��� �
���
�� � �� ������� tk ��� �
��
��
����� �
�� ����
����� 
� 
� ������ �� 
�������
� E(tk)� 7� 	�� ������
� ������� ���� '
� � ������

�������
� ��� �%�
��!���(� 
� ������ 
�������
� E(tk) �� 
�������
� *0'�(� �� ��
	����� ���
� 
������
� ������ �� 	
������� �� ������
� ������� ���%�
��!��� ��� ���������� 
���

���
� ���

�
�� �����
� ��� �%�
��!��� �
���
�� 2��� �%�����	�� �
�� �
���� ��� ���
�����
� ���	�������

�
�������� �%�
��!�� ��� ��
����� 
� 
���
��� � 
�������
� 7'�( ��� 	
������ 
�� �%�
��!���
��
����� � 
�������� � '�� ���������� � 
�������� �(�

��� ���� ��
	����� �� ��������
� �� ���
�������
� ���%�
��!��� �
����� 
��
�
������ �� �� 

�	��
� H�F�

'#'#' �����
��	
 ��	���	�	� �
�������*�� �� 
�������	

�� �
���� ���%�
��!��� � ��
���� ���� �
 	�
\��� ����"������R )
 ����� ��� ��5	�
� �� �
� 
���� ��� 	� �
���� ��� ���
��� 9
�� 	�
�� �
 ��5� �� �
��� ��� 
� �
���� ��������
�� E(tk)�
�������� � 
�������� � ���� 
�������
� *0'�(� ��� ���
��� 0� �1��� 
� ����� ���������	� ���� �� 
����
� E(tk) ��� ���
��� ��� 
� ����� ������� �� ��
�����
� ����� �%�
��!�� �� �� 	���� � ����
maxj∈{1,...,n}{hj}� 9�� 	
��������� 
� �
���� ������� ��������
�� E(tk) �������� ���� TE(t)
��� ���
�� ��� maxj∈{1,...,n}{hj}� D� �� ������ ��� 
� �
���� ���%�
��!��� � ��
���� ��� ���
��
��� n. maxj∈{1,...,n}{hj}� ���������� 
� �� ���� 	
���� ���� �2�� �� 	���� 
����� ��� �
����� 
�
�
��� ���������� ���� ������� ���������� �� ����� � 
�� �������	� 
�
���������� �� �����
�	��� 0� �1��� 
�� ����� ��� 
�����������	� ����� ��
��� �� �����
 ^'�( � 	��	��� ��� �%�
��!���

�� �� �
����
� Mj �!���� #��� �������� ���� 7 (
�� �(�� ����� �%	�
*�� 	
�� ��� %�� ����� �� ���	,� �!����
���� �� 	��%�+�� 	����� �� �� �
��%��� �� �,+��� &� �!���=7=���� �,����� ��� ,*	
�,+��� �� �,���� ��� E(tk)
�� A9-�.�

OL



+�+� 9$������� �� �$
������ ���� �� ������
� -�� ���	��������

 ��������� )=" -
�
������ �� ��
�	��
� �
�� �� ������
� "�� � ���%�
��!���
9
�� 	����� ������� �� �����

0'�( &] �
-�
���� 
�������
� 0'�( � *0'�( �� ������
���� 
�������
� ��� 	
������� S'���( � P
E�	������ 
� ��
��� �� ^'�(
7'�( &] ∅
9
�� 	��	�� ��� ������
�� 0'tk( �� *0'�(� �����

9
�� 	��	��� ��� �%�
��!��� Mj �� 0'tk(� �����
7� ^'�( /∈ UCj'�  tk(  lj/2� Cj'�  tk( _ lj/2� V� �

��

S'tk��( &] S'tk��( _ F
8��7�
7� 'S'tk��( hij � �

��


��%�
��!�� Mj ��� ����
���� �� 
� ������ Mj �� 0'tk(
8��7�
7� '�  tk ] hj(� �

��


��%�
��!�� Mj ��� ��
���� & 
� ������ Mj �� 0'tk( �� 
� 
���
��� � 7'�(
8��7�

8��9
��
8��9
��
��������
� 7'�( ��� �������� � 
� �
���� �� ��
	����� �� ��
�	��
�

8��9
��

���1�	����� � ����
� ��� 
� ������

�� �
���� 7'�( �� ��
	����� �� ��
�	��
� ���� 2��� ����� �
�����
� ������
��� 
� �%��!��� �

� ���

�
����
������� ���� ������� 
�� hmin �������� ��� �� ����� '���	 hmin = minj∈{1,...,n}{hj}(�
������� ����� 7'�( �
����� ��� ���
�����
� ��� 
���

���
� ������ �� �����
 ^� ��� ��� ����
��� ��
����� ��� ������� 2��� ��1������� '��� ��������� �� 
� ��
���� �� hj(� -����� 
� �
���� 7'�( ����
�
����� ���
����	���� ��� ���
�����
�� � ������ ���%�
��!��� �%��� ��� �������� � ��� ��������
tk ��1�������

���
�
������ H�F �
���� � 	����� ������� �� �� ������
� ���%�
��!��� ��
������ ��� �%�
��!���
�
�� ���
	���� � ��� �
	��� ��� ��	������ 
���

���
� �� �����
 ����� �� ������� tk < t �� 
��������
�� D� �� ���� �
�	 ��� ��	
�������� 
� �����
 � ������ �� 7'�( & ��� �%�
��!�� Mj ������� ���


	�
�����
� ����� '��������� �� 
� 
������ lj �� 	����� �
	�� Cj( �� ��	���� (xtk ,xtk+1,...,xt ����

�����	� [0,1]hj � ��������
� 7'�( ��� �
�	 ��� ������
����
�� � ��� �	��

�� �� ����� hj ��1��������
�� 	�� 

	�
�����
��� �� "���� H�J �

����� �
� ��
�
�� ���� 	�� �����
�� 7'�( ��� 	
��
�� �� ����
�%�
��!��� �
������� ��� �	��

�� �� ����� ��1������� �� ���������� ���� ��

���
�� 
��
����
�� �����
 & 
���� ��� A ���	������� B '���������	� C1( �� 
������ ��� A ��	������� B '���������	�
C2(� �����
�����
� ���	������ ����� �� 	� �����
 	
��
��� �
�	 ��� 	
��
������ 
���� 	��	��� �
��� �	��

� �� ����� �����	�
�!���

OM



�������� +� 9���
� �����$������ �� ����!�	����� �� 0

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

V
al

eu
r 

du
 s

ig
na

l

Temps (s)

C

C

1

2

�� "���� �
���� 
�������
� 7'�( � 
�������� �]H�K �� ��� ��� 	
��
�� �� ���� �%�
��!���� �
��

�� �
	�� �
�� ����������� ��� 
�� ���� ����

�

������� �� ����� ������ �� ���������	�� C1 �� C2�
��� ���� �%�
��!��� 
�� ��� �������� ��� ������� �]G � �� �]G�M � �

���� )=- 7 0����
� ���� ������
� 7'�( 	
��
����� ���� �%�
��!���

��� ��
	
���� �� ����
���
 !��� �
 �
������ �
2
� � �)!�������

'#-#� �	���� ����	

���� 
� ��	��
� ���	������� �
�� ��
�� ����

��� �� �
�
������ �������� �� 	�� 
6 
�������
�
��� �%�
��!��� ��� "��� D� ���� ��������� ��� 
�������
� ��� �%�
��!��� �
�� ��"��� ���� 	� 	���

��
�
������ ���	����� �� �����
���� �
��� ���� 	���� ��	��
�� �
�� �
�� 
����
�� ��� 	�� 
6

�������
� ��� �
�	��
�� ���������	�� �'�( ����������� �� �
�	��
� �� �����!���� 	
������� #
��
�
�����
�� �

�� ����
 ��� �
����
� �� ��
���� �� �
�
������� ���
����� 
� 	�
	�
 ��� 
�� �������

���
��� ������ ����	����� 
�������
� ��� �%�
��!��� ��
���� ����� ����!�� "��
� � 
����� �� ����
������
�� & 
��� 	
������� 
�������
� ��� �

���
�� �� 
������ ����� ��	
�� ���� 	�
�� 	��

'#-#" (�	
��� ���	 �� �� ������� 1 	������	


#
�� �


�� ��	���� ��� 	����
��� �� ���
��� �����	�
�!��� �
������� �� ������
� ��"�� ���% 
�
��!���� �� 	�� ��� ������������ 	�� �
�� �


�� �
����� ���
� ���� ��
���� ��� ����
������
�
�� 
�������
� 7'�( � 	����� ��� �� ������

#
�� ����
�
�� ��� 
�������
� ��� �%�
��!��� �
�� ���
	���� � �� 
���
� ����
�� '����
(� 9��
	
����� 	����� �%�
��!�� ��� ��
��� � �� �
	�� �
�� 
� ���������	� ��� ��� �
�	��
� ������������
� � � �����!���� ���
� a1,a2,...,ap� ��� ��
���� �� 	�� � �����!���� 	
��������� �� ��	���� α� ��
�������
� � & α = (a1,a2,...,ap)� �� ��
��� �� 
� ���������	� � 
�������� � ���� �
��� Cα(t)�

#
�� ����
���
�� ��� 
� ���������	� ���� �
	�� �� ���� 2��� ���
	��� ���� �� ������ ��	����
α� ���� 	� 	��� ��� �%�
��!�� ��� ����!������ ��	���� ��� 
� 	
��������	� �� 
� ��
��� �� α �� ��
�� ������ '�( �� 
� "���� H�K �
���� 	���� 	
�����
����	� ���� 
� 	�� 
6 alpha ��� �� �������
�
G '
�� ���� �������
�� �
�� �
���� � �� � ��� 
� ������(� -����� 
�������
� ��� �

���
�� � 
��������
�� �
�� 7'�(� ��� ��� 	
��
�� ��� �%�
��!��� ��
����� � �� �
���� 2��� ���
	�� � 
�������
� ���
��	����� α� �� ������ '�( �� 
� "���� H�K �
���� 
���������
� ���� ������
� �� �

���
�� ����

�����	� ��� α�

�� 9� �C��� �� ���	��� -,����. ��� �
%%�� 7 �!����%#�� ��� ,*	
�,+��� �� �� (����� �� α ��� ��	���������(� ��
�� ����������� �� �
��� ���
��� 7 ��� ,*	
�,+�� 	��������+��� &� 6� (
�� ��� ��� ����� �(�� �� ������
�%�� ��
@
��,�

ON



+�/� 9$������� �� �$
������ ���� �� ������
� ��-�� ���	��������

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����

t t+h0
0

1

temps

C(a ,b )0 0

temps
t t+h

a

b

a

b

Valeur du signal

Valeur du signal

a

b

0

0

(b) un ensemble de focus généré à partir de deux paramètres a et b

(a) un unique focus

��� ������� �����Y�����
 �
�� �
���� � ���	��� �

�� ��� 
�� ������� �� ��
��� ������������

�������
� ��� ��
���� �� α 	
�����
����� ��� �
	�� �������� ��� 
�� ������� �� ���	��� ���
��������	�� �
�� ��� ��
����� ����������� � ������ �� ���� �����!���� � �� � '����� �� ��
���
� 
�
������(� 9
�� 
� "���� '�(� �
�� �� ���������
�� 
�� ���� �
	�� A ����2��� B � ���	�� @

�������
� ��� ��
���� �� α ���
	���� � 	�� �
	�� �
�� �
������ � ��
���� ��� 
� ����

�

������
��	�����

���� )=0 7 *�����
���� �� <
����

OO



�������� +� 9���
� �����$������ �� ����!�	����� �� 0

'#-#' B������
����	 �� �
�	
����� ;��� ��
 
�� ���	
 1 ��
�� ���	 �
 	 ���1
��+�� �
�	2��
��	 �	
�����
��

#
�� �
���� ���� 
� 	�� 
6 �� ����
�� '����
( ��� "�� �
�� 
�������
� ��� �%�
��!���� 
��
���������	�� ����� ����������� ��� 
� ��	���� α� �� ��
�
!�� ��� �
�� ��
�� � ���
���� �
��
���������� 
�������
� 7'�( ��� �

���
��� � 
�������� �� ������� � ���
���� �� ��
�
!�� ������� &
��
���� 
�������
� ��� ��	����� α ��
� ��� �� �
��� � � ��
���
�� ����� � �
����
�� �
���� ����� 
������ ���� 
� �%��!��� H�F�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(ID) ∀t ∈ [0,h − 1], Cα(t) ∈ [0,1]
(I1) xt−h+1 ∈ [Cα(0) − l/2,Cα(0) + l/2]
(I2) xt−h+2 ∈ [Cα(1) − l/2,Cα(1) + l/2]

���
(Ik) xt−h+k ∈ [Cα(k − 1) − l/2,Cα(k − 1) + l/2]

���
(Ih) xt ∈ [Cα(h − 1) − l/2,Cα(h − 1) + l/2]
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(ID) b ∈ [0,1], a + b ∈ [0,1]
(I1) xt−h+1 − l/2 ≤ b ≤ xt−h+1 + l/2
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Amplitude maximum du bruit: λ

Evolution de la cohérence suivant l’amplitude λ du bruit appliqué à f(t), pour différentes résolutions
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Taux de données aléatoires (échelle logarithmique)

Evolution de la cohérence suivant le taux de données aléatoires du signal, pour différentes résolutions
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Evolution de la cohérence suivant le pas d’échantillonnage τ appliqué à f(t), pour différentes résolutions
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��� ������ �� 	��� ������	�� 	
���	������ ������������� #
��
����	�
�� ���������� ��� ������	�� �
������� �� "���� 
� �����!�� ��
��� �� �����
 X(0) ����

� ������� i0 & 	�
� ������ �������� 
�� 	�� 
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� ��	
������ �� � ������	�� �
������� 	
���	������
��� ������ ���
����
� 	�� 
� ���� �� ������� �
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� �����!�� ��
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�"����� 
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����� ��� ���� ��
���
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7� 
�
� 	�
���� ��� ��
��� �� � ����= ������� 
� ���� �
�	 ����� 	����� Prk,P r+
k �� Pr−k

����� ��� ���
� 
� �
������� 9
�� �
���� �� 
���� ������� �� 	���� �������� ��� �� 10−15 '��
���
��5������� ����
� �
�� ����������� 
� 	���	�!�� �� ������(� ���
	��� � 
���������
� �� � ������	��
	
���	������� 
� ��
����
��� �
�� ��� 	�� ��������� �� ��
����� �� �
�� �� � �������
�� ��� ���
�
� 1− (1−10−15)p� 9
�� ��� 	���� ��
����
��� �
�� ���
� � P�OK� � �
�� �������� 1.31015 �������
�� C

5�� ���	���
 �
��� �� !	�	����� ε �� �� !�����	� �� �	���� ��
� �
����	���
 !��
�!��'�

��� ��
���
�� J�F �� J�G '�
�� ��	��
� J�G�G� ���� FFN( ���������� ������
�� ��� ���
� ��� ��� 
�
��� '�� �� 
( ��
����� 

����� ε ��� "��� ��� ��
���� �� �� � �� 
 ��������� �
�	 �� ε� Q��

� ��
���
	�
���� �
�� 	� �����!���R 9
�� ���
���� � 	���� ������
�� �
 ���� ������� ��� 
� �����	�
����� ��
�
��� �
��
� �� �����$ & �� ��������� ��� ���� ���
 �� �� ��
���� ��� �� ��������� ���� �� 

�	�

� ���%�	������� #
�� ����
�
�� ��� 
� ���� �� 
� ��
����
��� �
�� ��� 
���������� �� ��
�����
���� 
� �
��� �� ����� �� 
���������	� ��� ��
� ����
�� �

�� 	�� ��������� �� �� ��
����� ��� ��
���
���� )
 ���� �
�	 "��� ε ��� ����
�� � 
� ����� �� 
���������	� ����� ���� �� ����� �� 	
�"��	�
��� ���� ��!� ��
	�� �� P �� ���������

�� �����!��� ε ���������� 
� ��
����
��� �
�� 
����

� ��� ��� 	
��������� �� �D �� ������
��� �����	���� 7� ��
��� ��	
�
� �� 
� �

����	� � 
������� ���
� ����� �
��
�� ����
���� ��� ���
	������� ����� �� �� ��
����
��� PrD �
�� �����	��� A ������ B ���
�����
� �� �
�� ������� ���
�
���� ��� 
� ��
���
� &

PrD = (1 − ε)R '4�N(

-��	 R = D
h.τ �� τ ���������� 
� ����� �
%���� ����� ���� ����
� �� ��
	����� �� 	����
������
��

7� 
� �
�� PrD = 1 − δ� ���	 δ ∈]0,1[� 
� �� ������ 
���������
� �� ε &

ε = 1 − (1 − δ)
1
R '4�O(
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���
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E#'#� �	���� ����	 1 9������	


����� ��	��
� ��� 	
���	��� � 
� ������ �� 
� ��
�
����
� F� ���� FGP� #
�� �


�� ��
	����
��� ������ &

F� �
����� ����
 ������ ��� ����
��� '����
( ��
� ��� 
���������� A )
 ��% � ��� �� ����	��
� ��

����
�����
� ���	������ B ��� ����� ����� 
�
���� �� 
� ��
�
����
� M� ��� �
�� ��
����
��
���� 
� �
�� ��	��
� ���������

G� �
����� ����
 ������ ��� ����
��� '����
( ����"��� �D� ����� 
�
���� �� 
� ��
�
����
� N '�
��

� �
�� ��	��
� 4�H�H(�

H� �
���� 
�� ���
������ �
B������ �
�� ��� 
��������	��
� ��� ���� ������
�� �
�� �
�
����� 
� �
�� ��� 	���� �������	��
� �
�� ����� 	� ��� ��� 
�
���	��� �� 	���� ��	��
�� ��
�
���� ���� ���� 
� �
�� ��	��
� 4�H�J�

D� 	
����!�� 
� � �	�����


� 'b1,b2� ���� bh( �
��� � ������ ��� ���
�����
�� ��� ������
�� �
�� 
�
���� ���

�� B1,B2� ���� Bh� pj ��� 
� ��
����
��� �
�� ��� 
� ���
�����
� bj �� 
� ������
� �
���
���
Bj �
�� ���� 
��������

� U 
YG�
YGV� ����� ��
����
��� ��� ��������� � 
� ��
����
��� ��� 
� ��
���
xt+j−1 �� �����
 ^ � 
�������� �_� F ����������� �� �
	��� D� 	
����!�� 
� ������
� �
���
���
���	�!�� Uj � � ��
���� ���� {0,1}� ��� ���� F �� 
� ���
�����
� bj ��� ���� 
��������

� U 
YG�
YGV ��
���� P ���� 
� 	�� 	
�������� Uj ���� ��� 

� �� 4���
�

�� �� �����!��� pj � 0�"�� 
� 	
����!�� 
�
������
� �
���
��� 7� � ��
���� ���	�!��� ���� {0,1,...,h}� ��� ���������� 
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���� �� 	
��
������
�� �� � �	�����


� 'b1,b2� ���� bh( 	
������� ���� 
��������

� U 
YG�
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�� pj
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�

?
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�
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�� �
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����� &

+���������� ? 1� ���� 
�� pj ���� ����������� ��������� �
��� �
 �#���� �� ������
� �� ����
���
6����
7 ��
 ��� 
�$�$������ A "
 ��	 � ��� �� �$������� �� 
������������ ���������� B ��� ����� ���
������
� ������� ��� ����� ���$������ ���� � ��� �$���� ��� pj� ��

� ��� ���� ���� � ���$����� �
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7 �$���� � ����� �#�%���� �� �����$�

�� �
��
� �� ������ ���� ����������� � ������ ���� ���
 ε ∈]0,1[ "�� � �������

�� ��
����
��� ��
		�����	� �� 
���������� A )
 ��% � ��� �� ����	��
� �� 
����
�����
� ��� 
	������ B ��� ���
� � 9' 7 e� �(� 9�� ��"����
�� 	�� ��������� ��� ��	
��� ���� �� 9' 7 e� �( eε�
����� 
� �
��� �
��� �� �������

9' 7 e� �( ���	��� &

P (S ≤ h − i) =
h−i∑
m=0

P (S = m)

��� ��
����
���� P (S ≤ h − i) �� P (S = m) ��������� �����	�������� �� � �� �� ���� �� � �� ��
#
��
�� 
�� �����	�������� uh,i �� vh,m �� 	
������
�� 
�� ������ � ���� ����	�� (uh,i) �� (vh,m)�

#
�� ���
��
�� 
� ��
������ ������������	� ��� Bj �
�� �
���
�� 
���������
� ������
� ��
vh,m &

vh,m =
∑

E⊂H(m)

⎛
⎝∏

j∈E

pj

⎞
⎠

⎛
⎝∏

j∈E

(1 − pj)

⎞
⎠

-��	 H(m) ������
� ��� ������� �� {0,1,...,h − 1} 	
��
����� m �
������� �� E ������
�� ���
�
������ �� {0,1,...,h − 1} ������������� ��� � E�

�� �����	�� �� �
��� ���
�������
� ��� 
� �������� &

F� ��
���� ��� ��
���
� �� ��	�����	� 
���� 
�� vh,m

G� �� ������� ��� ��
���
� �� ��	�����	� 
���� 
�� uh,i

H� � ������ �� �
��� ���	������ �
����� ��� &

'�( �� 
� "�� � ������ �� ε ∈]0,1]� �
 ������ �� imin ��
 ��� uimin,imin ≤ ε

'�( 
� ����� (uh,i) ��� 	�
������� ������� �� 

����� � ��� "��� �� �

� ���� ���� F 

����� �
���� ���� 
���"���

'	( � ������ �� 	� ������� �
���� 
� �� ������ 
��������	� �� hmax�

#
�� �
��
�� ��	
��
��� 
� �
��� vh+1,m �� ���� �
����� 
���� 	
��
����� ��� ������
�� 0
�
������� 
� ������� �
����� �� �� 
������ �� 
� �
������� ��� &

vh+1,m =
∑

E⊂H
′
(m),h∈E

⎛
⎝∏

j∈E

pj

⎞
⎠

⎛
⎝∏

j∈E

(1 − pj)

⎞
⎠ +

∑
E⊂H

′
(m),h/∈E

⎛
⎝∏

j∈E

pj

⎞
⎠

⎛
⎝∏

j∈E

(1 − pj)

⎞
⎠

�
��� � ���� ������ �� 0 ���� 
� �����!�� ��������
� �� 	���� ��
���
�� 
� ����� ph+1 ���� ������
�� ��
����

∏
j∈E pj �� 
� ���� 
� ������ �� ��	����� �� �2��� 	
��� � �� ���� ��� ������

�� 0 ���� 
� ��	
��� ��������
�� 
� ����� 1 − ph+1 ���� 2��� ��� �� ��	���� ���� 
� ��
����
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∏
j∈E(1 − pj)� �� ��� �
��� 
� ��
���
� �������� &

vh+1,m = ph+1

∑
E⊂H

′
(m),h∈E

⎛
⎝ ∏

j∈E,j �=h

pj

⎞
⎠

⎛
⎝∏

j∈E

(1 − pj)

⎞
⎠

+ (1 − ph+1)
∑

E⊂H′ (m),h/∈E

⎛
⎝∏

j∈E

pj

⎞
⎠

⎛
⎝ ∏

j∈E,j �=h

(1 − pj)

⎞
⎠

D�� 
���������
�
∑

E⊂H
′
(m),h∈E

(∏
j∈E,j �=h pj

) (∏
j∈E(1 − pj)

)
��� ���	������ 
� �2�� ��� vh,m−1�

�� �2��� 
���������
�
∑

E⊂H
′
(m),h/∈E

(∏
j∈E pj

) (∏
j∈E,j �=h(1 − pj)

)
���� vh,m� �� ��� �
���


� ��
���
� �� ��	�����	� �������� &

vh+1,m = (1 − ph+1)vh,m + ph+1vh,m−1 '4�FF(

7� 
� �1�	��� 
� �
��� ��� �
������ �� 
� ��
���
� 4�FF �
�� m ∈ {1,...,h − i}� 
� 
������ 
�
��
���
� �������� &

h−i∑
m=1

vh+1,m = (1 − ph+1)
h−i∑
m=1

vh,m + ph+1

h−i∑
m=1

vh,m−1

D�� �
�� �
�� 	
��
� (h,i)� ���	 0 ≤ i ≤ h�
∑h−i

m=0 vh,m = uh,i�
D� �� ������ 
�� ��
�� ��
���
�� ���������� ��� ��� 	���������� ������	�� ����
����� &

h−i∑
m=1

vh+1,m = uh+1,i+1 − vh+1,0

h−i∑
m=1

vh,m = uh,i − vh,0

h−i∑
m=1

vh,m−1 = uh,i+1

D�� vh+1,0 =
∏

j∈{0,..,h}(1 − pj+1) = (1 − ph+1)vh,0� �� ��� �
��� 
� ��
���
� &

uh+1,i+1 = (1 − ph+1)uh,i + ph+1uh,i+1 '4�FG(

�
��� uh,i = uh,i+1 + vh,i+1 �� ��� vh,i+1 ��� �� ����� �
����� 
� ��
� 
� �� ������ ��� uh,i+1 ≤
uh,i� D�� ph+1 ��� ��� ��
����
���� �
�	 ��� 	
����� ���� 
��������

� UP�FV� 9�� 	
��������� 
�
��
���
� 4�FG ��� ��� ��
���
� ���%	�������� �� ���
���� 
������
��� �������� &

∀(h,i),h ≥ i ≥ 0,uh,i+1 ≤ uh+1,i+1 ≤ uh,i

D� �� ������ ��� 

����� � ��� "��� ����	������ �
������ 
� ����� (uh,i) ��� 	�
������� ������� ��
9�� 	
��������� ∀h ≥ i,uh,i ≥ ui,i� D�� ui,i =

∏i
j=1(1 − pj)� �
��� 
� ����
��� ��� �%�
��!���

��� 
�������
� ��� pj ���� 2��� ���
�� ��� �� pmin ����	������ �
����� '	� ��� �����"� ��� 
�
��
����
��� ��2��� � 
���������� ���� ������� �� 
������ 
 ����� ������ ��

�(� ui,i ��� ����	������
��	�
������� �� ���� ���� P 

����� � ���� ���� 
���"��� �� ��� �����"� ��� �� 
� "�� � ������ ��

FKF
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ε ∈]0,1]� �
 ������ �� imin ��
 ��� uimin,imin ≤ ε�
������� ����� �� 
� 	�
���� �� i ≥ imin� 
� � ���
����� ui,i ≤ ε� �����!� 
� �������� ��� 
�
��	�
�����	� �� (ui,i)�
#
�� �


�� � ������� �
����� ��� 
� ����� (uh,i) ���� ���� F ������� �� 

����� � ��� "���
#
�� ��
�� ���� �������� ��� 
� ����� (uh,i) ��� 	�
������� ������� �� 

����� � ��� "��� D�� 
��
uh,i �
�� ��� ��
����
����� �
�	 (uh,i) ��� ���
��� ��� F� 9�� 	
��������� (uh,i) 	
������ �������
�� 

����� � ��� "��� 7
�� li = limh→∞ uh,i �� li+1 = limh→∞ uh,i+1� �� 	
�������	� ����� ��� 
�
	�
�����	� �� uh,i ������� �� 

����� � ��� "��� ���������� ���5���� &

∀α > 0,∃h0 ∈ N,∀h ≥ h0,li − uh,i < α et li+1 − uh,i+1 < α

�
��� (uh,i+1) ��� ��	�
������� ������� �� � � "��� uh,i+1 ≤ uh,i� li −uh,i < α ⇒ li −uh,i+1 < α�
D�� �����!� 
� ��
���
� 4�FG� uh,i+1 ∈ [uh−1,i+1,uh−1,i]� 9�� 	
��������� li−uh,i+1 ∈ [li−uh−1,i,li−
uh−1,i+1]� �
��� li − uh−1,i ≥ 0� 
� �� ������ 
���	�������� &

0 ≤ li − uh,i+1 < α

0� �������� ������� 	�
� ����� ���� �
�� �
�� α� li = limh→∞ uh,i+1 = li+1�

#
�� ���
�� �
�	 �� �
����� ��� �
�� �
�� � "��� limh→∞ uh,i = li = li−1 = ... = l0�
D�� uh,0 = 1 �
�� �
�� �� �� ��� �
���� limh→∞ uh,i = 1 �
�� �
�� ��

9�� 	
��������� �
�� � "�� ��
 ��� i ≥ imin� �
 ������ �� hmax ��
 ��� &

∀h ≥ hmax, uh,i ≤ ε et uhmax+1,i > ε

#
�� ���
�� �
�	 �� ��
������ 
�������
� ��� ����
��� '����
( �
�� 
�����
� 
���������� A )

��% � ��� �� ����	��
� �� 
����
�����
� ���	������ B ��� �����

E#'#' ��� 2� �� �� �����
����	 �

?
�	� 
� ��
�
����
� ��� �
�� �
�����
�� �
������

+���������� @ .�������
� ��� ����
��� 6����
7 ���������� �� �	����� �� ��������� �@ ��� ���
����� ��� ������
� ���� A��� ������$���$ �� 
� ������� �������� ' ���� ���� 
 -#$� 
�������
� ���
6���7 ���������� 
� ������� �� �@ ��� ��� ����� :� �
�� 
�� ��
���� �� � �� ��� ������
� ���������
��� ����� ���$������ �$������� �� 
� ��

� ��� ���� ���� � ���$����� � ��

�!��� �� ���� ������� ��
� ���� ��� 6����
7 �������� �@�

#
�� ��������
�� 
�� �
����
�� ���
����� ���� 
� �
�� ��	��
� ���	�������

�� 	
�������� �D ���
�� ��� 
� ����	��
� ����� ���
�����
� ���	������ �� �
���� �� �%��!��
�
�� �� ��������� ����� #
�� 	
������
�� �� �����
 ^ �
�� 	����� Bj ���� ��� 

� ����
���
��� UP�FV �� 
� Xd ���� P� #
�� ���
�� ��� 
� �

��� �� 
�������
� ��� � �	�����


�� b1,b2,...,bh

������� � ������ �� ^ ��� ���
 � F� ��� 	
�����
�� �� �

��� �� 
�������
� ��� � �	�����


��
������� � ������ �� 
�������
� �� �
�� 
�� ������� �
����
��� �
��� 
� 	
�������� �D ���� ��

FKG



?�+� 0������ ���������� 
� -���
��$ �� 
� �$������� �� 
������������ ����������

�������� �� ������ �� 	�
	�
 �� �

��� �� 
�������
� ��� �

���
�� �� �
���� �� �%��!��� 
� ��
������ ��� �
��� ���
�������
� �� 	������� ��� �� 
� 	
����!�� �� ������ �����
 X� ���
	�� ���
Bj ��� �
�� ���
�� �� ��"���� D�� 
� ��
����
��� ��
		�����	� �� 
���������� A >�� ���
�����
�
���	������ ��� ����	��� B ��� ���
� � 9'S ≥ h− i(� ���� 
� 	�� �����	�
��� �� 	� X� 
�� pj 
������
� ������ ��� Bj �
�� ���
�� �� ��
��� 
� �� 	�
	�
 �� 9'S ≥ h − i( ��� �
�	 ��	�
��� ��� ����
�� �

� �
�� ��	��
� ���	������� 	�� 
� 

� �� 7 ��� ���
���
�� �� �����!���� � �� 
� )
 ����� &

Pr(S ≥ h − i) =
h∑

m=h−i+1

Cm
h lm (1 − l)h−m

�
������
�� 
� ����� (v
′
h,m) ��"��� ��� 
� ��
���
� �������� &

∀m ∈ {1,..,h}, v
′
h,m = Cm

h lm (1 − l)h−m

#
�� ��"����
�� 
� ����� (u
′
h,i) �� �
�	��
� ��� v

′
h,m &

∀i ∈ {1,..,h}, u
′
h,i =

h∑
m=h−i+1

v
′
h,m

�
�	� u
′
h,i = Pr(TS ≥ h − i)�

D�� ��	���� ���
∑h

m=0 v
′
h,m = 1� 
� ���� ������
���� 
���������
� �� u

′
h,i &

u
′
h,i = 1 −

h−i∑
m=0

v
′
h,m

D�� 
� ����� (v
′
h,m) ��� �� 	�� �����	�
��� �� 
������ ����� �� ���������� 4�H�G� ���	 ��� pj �
��

����� �� ��
��� 
 � �
����� � ��� "��� 
� �� ������ ��� &

limh→∞
h−i∑
m=0

v
′
h,m = 1

9�� 	
��������� 

����� � ��� "�� &
limh→∞u

′
h,i = 0

9�� 	
��������� 

����� ε > 0 �� � �
�� "���� �
 ������ �� hmin ��
 ��� �
�� �
�� h ≥ hmin�
Pr(TS ≥ h − i) < ε�

E#'#- ��� 2� � �*���+�� � ���������*� -#"#'5 ���� �"=�

���� 	� ����������� �
�� ���
����
�� ��� �
����
�� ���������� � 	�

�� ���

%��� ���� 
��
������� �
����� �� 	
��� ��� ����������� 4�H�G �� 4�H�H� �� �����	�
��� �
�� 
�� ������ (uh,i)�
(u

′
h,i) �� vh,m�

���� �� ������� ������ �
�� �


�� 	
�������� ��� 
�� pj �
�� �
�� ����� �� ��
��� �� -"�
�� ����� 	
�������� 
� ���
�������
� ��� ����� 
� "���� 4�FJ �
���� 
���

���
� ��� ������ uh,i

�� u
′
h,i ������� �� 

����� � ��� "��� �
�� 
�� ��
�� 	�� �� "���� �������� &

F� 
 e� & 	�� 
6 �
 ������ ��� 	
��
�� �

���
� h,i �
�� �
�� ε > 0�

FKH
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Cas de figure 1: p > l (p=0.5, l=0.2, h=30)
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Cas de figure 2: p = l (p=0.5, l=0.5, h=30)
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Cas de figure 3: p < l (p=0.2, l=0.5, h=30)

Probabilité uh,i Probabilité u’
h,i uh,i + u’

h,i

�� �
��� uh,i +u
′
h,i ���������� 
� ��
�����
� ��� ���� ������ � �
��
�� 
� �
� ��
�� ��� ��
����

������� ����
���������
���� /="- 7 >�� ���� �� 
���

���
� ��� ��
����
���� � �� �� ������� ��

G� 
 ] � & 	�� 
��� ����� ������� �� ���� �� ��	��
�� �� �����
 X(t) �
�� 	��	��� ��� ��
���� ����
��� 

� ����
��� ��� UP�FV� �
�� 
����
 �
 �������� ��� �� 	
��
�� �

���
��

H� 
 h� & 	�� 
��� ����� ������� �� ���� ��� 
� 	����� �� �
	�� ��� ��
� �

���� �� �
��� �� �������
������
� �� X(t)�

�� �
�� �� �
��� ���
�������
� ��� 
� ������� &

F� I���� �� 
���

���
� �� vh,m ������� �� � � "���

G� I���� �� 	�� 
 e� & 
� ������ �� �
��� ���	����� ���� �
�	��
�� ���
������ '��� �
�� uh,i

�� ��� �
�� u
′
h,i(� ��� ������� �
���� 
�� ���� ���� P 

����� � ���� ���� 
���"���

H� I���� �� 	�� 
 ] � & 
� �
���� ��� uh,i + u
′
h,i = 1 �
�� �
�� � �� �
�� ��

J� I���� �� 	�� 
 h� & 
� �
���� ��� uh,i + u
′
h,i ≥ 1 �
�� �
�� � �� �
�� i ≤ h�

�
����� 
�� pj �
�� ����
��� 	
�������� ��
��� �� 
� ��
����
��� vh,m ��������� ��� ��� 

�

FKJ
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p.h

���� /="0 7 I�

���
� �� 
� ����� �� ������� �� � � "���

���
���
� �� �����!���� '���( &

vh,m = Cm
h pm(1 − p)h−m

-� ������ �� ���
���� �����
�� ����

���
� �� vh,m ������� � '�
�� 
� "���� 4�FK(� � � "���
�
�� �
�� ����	��
�� ��� 
��
����� ������� �� 	���� ����� ��� 	�
�� �
�� 
� ��
��� ��� 
� �
��
��
	�� �� ��
���� p.h� #
�� �


�� �
����� ��� 	���� 
��������
� ��� �����"���
9
�� 	�
�� �
�� ���
��
�� ��� �
�	��
� ����
����� ��


������ vh,m �
�� ��� ��
���� �
� ����!���
�� � �� ��

f(h,m) = c(h,m)pm(1 − p)h−m

���	

c(h,m) =
Γ(h)

Γ(m)Γ(h − m)

�� �
�	��
� Γ ��0�
�� ��


��� 
� �
�	��
� ��	�
���

� �
�� ��� ��
���� �
� ����!����
�� ������� ������

� �� 	'���( ������� � ��� �
���� ��� 
���������
� �������� &

∀h > 0,m ∈]0,h[,
∂c

∂m
(h,m) = c(h,m)

(
Γ′(h − m)
Γ(h − m)

− Γ′(m)
Γ(m)

)

�
������
�� 
� �
�	��
� � �������� &

∀m ∈ [0,h[, d(m) = ln (Γ(h − m)) + ln (Γ(m))

�� �
�	��
� � ��� 	
������ �� �������
� ��� UF��V� D� �������� ��� 
� ������� d′(m) = −Γ′(h−m)
Γ(h−m) +

Γ′(m)
Γ(m) 9�� 	
��������� 
���������
� �� 
� ������� ������

� �� c(h,m) ������� � ���	��� &

∀h > 0,m ∈ [0,h[,
∂c

∂m
(h,m) = −c(h,m)d′(m)

D� �� ������ 
���������
� �� 
� ������� ������

� �� � ������� � &

∀h > 0,m ∈ [0,h[,
∂f

∂m
(h,m) = f(h,m)

[
−d′(m) + ln

(
p

1 − p

)]
'4�FH(

�
��� � �� ������
� ���� 
�����
���
� �� ∂f
∂m(h,m) ���
�� &

−d′(m) + ln

(
p

1 − p

)
= 0

FKK
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#
�� �


�� � ������� �
����� ��� 	� ����� ������
� �
�� ��� ��
��� �� � A ��
	�� B �� ��� 9��
	
�����	��
� �� Γ� 
� � &

Γ(ph + 1) = (ph + 1)Γ(ph)
Γ(h − ph) = (1 − p)h Γ(h − (ph + 1))

9�� 	
�������� &
d(ph + 1) − d(ph) = ln (ph + 1) − ln ((1 − p)h)

0� ������� � �� ��	���� ���� 
� ������� ����� �� 
� ��1����	� &

d(ph + 1) − d(ph) = ln (p) − ln (1 − p) + ln
(

h + 1/p

h

)

D� � �
�	 &

∀h > 0, d(ph + 1) − d(ph) > ln
(

p

1 − p

)

limh→∞(d(ph + 1) − d(ph)) = ln
(

p

1 − p

)

D� 	�
	�
� �� �2�� &

d(ph) − d(ph − 1) = ln (p) − ln (1 − p) − ln
(

h + 1/(1 − p)
h

)

9�� 	
�������� &

∀h > 1, d(ph) − d(ph − 1) < ln
(

p

1 − p

)
limh→∞(d(ph) − d(ph − 1)) = ln

(
p

1 − p

)

D�� �����!� 
� ���
�!�� �� E


�� 	
��� � ��� 	
������ �� �������
� ��� UP��U &

∃m1 ∈ [ph,ph + 1], d′(m1) = d(ph + 1) − d(ph) ≥ ln (p) − ln (1 − p)
∃m2 ∈ [ph − 1,ph], d′(m2) = d(ph) − d(ph − 1) ≤ ln (p) − ln (1 − p)

�� ������� �� ����� 	
������� 	�
� �����"� ��� &

∀h > 1,∃m0 ∈ [ph − 1,ph + 1], d′(m0) = ln (p) − ln (1 − p)

�� ��� �
���� ��� ∂f
∂m(h,m) ������
� ��� [ph − 1,ph + 1] �
�� �
�� �hF�

������� ����� ln (Γ(m)) ����� ��� �
�	��
� 	
����� ���� �
�� �������
�� �� ������� ��	
��� ���
��� �
�	��
� ����	������ �
������ ��� UF��U� �� �2��� 
� ������� ��	
��� �� ln (Γ(h − m)) ���
����	������ �
������ ��� UF��U '��� 	
��
����
� ��� �
�	��
�� Γ (m) �� h−m(� 9�� 	
��������� d′

��� 	�
������� ��� UF��U� 0� �����	�
���� 
� �� ������ ��� d′ �� ����� 
� ��
��� ln (p) − ln (1 − p)
������ ���
� �
��� �
�	� �� �������� � 
�������
� 4�FH &

F� ∂f
∂m(h,m) �� ������
� ������ ���
� �
��� ���� 
��������

� [ph − 1,ph + 1]�

G� �� ����� 	�
������� ��� UF��U �� � �
������� 
� �� ������ ��� 
� �
��� ������
���
� �� 
�
������� ������

� �� � ��� �� ������� '������� ������

� �
������ ��� UF��� FV �� ��������
��� U��_F��U�

FKL
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�� ��� 	
�	
�� 
� ������� �
��� �� 
� �������

#
�� �


�� � ������� ������� 
� 	
��
������� 	
��
��� ��� ������ (uh,i) �� (u
′
h,i) ������� 
��

��
�� 	�� ��
���� �� ����� �� 	� �����������

���� �� ������� ������ �
�� 	
������
�� 
��%�
��!�� 
 e�� �� ������
 �1�	��� ���� 
� �������
�
��� �
�� ������ ���	���� 
������
��� ��������� �
�� �
�� kp < [ph] &

∀k ≤ kp, Ck
hpk(1 − p)h−k ≤ C

kp

h pkp(1 − p)h−kp '4�FJ(

�� �2��� �
�� �
�� kl > [lh] + 1 &

∀k ≥ kl, Ck
h lk(1 − l)h−k ≤ Ckl

h pkl(1 − l)h−kl '4�FK(

9�� 	
��������� �� �
����� ������� ��1������� ��
���� �� ,� 
� 
������ &

kp∑
k=0

Ck
hpk(1 − p)h−k ≤ (kp + 1)Ckp

h pkp(1 − p)h−kp

h∑
k=kl

Ck
h lk(1 − l)h−k ≤ (h − kl + 1)Ckl

h lkl(1 − l)h−kl

D�� �
�� �
�� � �� �
�� 
 ����"��� � h
� 
� � 
� ��
���
� �������� &

∃h0,∀h > h0,∃k∗, [lh] + 1 < k∗ < [ph]

9�� 	
��������� k∗ ����"� ����
�������� 
�� ��
���
�� 4�FJ �� 4�FK� D�� �� 
� �
�� k∗ = h − i∗�
���	 i∗ ∈ [(1− p)h,(1− l)h]� 
�� ���� �
���� ���	������� �� �
�� ������ ��� uh,i∗ �� u

′
h,i∗ � ��
6


�� ��
���
�� ���������� ����"��� ����
�������� ��� i∗ &

uh,i∗ ≤ (h − i∗ + 1)Ci∗
h ph−i∗(1 − p)i∗

u
′
h,i∗ ≤ (i∗ + 1)Ci∗

h lh−i∗(1 − l)i∗

9
�� �
����� ��� 
�� ���� ���
����� ��� ��
���
�� 4�FJ �� 4�FK ������� ���� P� �
�� �


��
��	���	��� �� ������
��� �� 	��� 	� 

����� � ���� ���� 
���"��� �����!� 
� �
���
� �� 7���
���� ��
������
��� �� � C ��� &

n! ∼
h→∞

√
2π n

(n

e

)n

#
�� �������
�� ��� 

����� � ������� ������ i∗ ������� ������ 	�� i∗ ≥ (1−p)h� 9�� 	
���������

�������
��� ���	����� �����
���� ��� ��
�� ��	�
���

�� �� Ci∗

h � D� ���� �
�	 �
���� �� ������
���
�� ���
���� �� uh,i∗ �� �� 	�
�� �� u

′
h,i∗ �

(h − i∗ + 1)Ci∗
h ph−i∗(1 − p)i∗ ∼

h→∞
h − i∗ + 1√

2π

hh+1

(h − i∗)h−i∗+1 ii∗+1∗
ph−i∗(1 − p)i∗

(i∗ + 1)Ci∗
h lh−i∗(1 − l)i∗ ∼

h→∞
i∗ + 1√

2π

hh+1

(h − i∗)h−i∗+1 ii∗+1∗
lh−i∗(1 − l)i∗

FKM
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0� �
���� i∗ = αh� ���	 α ∈ [1 − p,1 − l]� 
�� ������
���� ���	������ ���	������ &

h(1 − α) + 1√
2π hα(1 − α)

gp(h,α)

hα + 1√
2π hα(1 − α)

gl(h,α)

���	 &

gp(h,α) =
(

p

1 − α

)(1−α)h (
1 − p

α

)αh

gl(h,α) =
(

l

1 − α

)(1−α)h (
1 − l

α

)αh

�
���
�� � ������� ��� gp(h,α) �� gl(h,α) ���������� 	
��
�������� ����� ������ ���
� 
� �
� 
������ 9
�� 	�
�� 	
������
�� ln (gp(h,α)) �� ln (gl(h,α) &

ln (gp(h,α)) = hqp(α) avec qp(α) = (1 − α) ln
(

p

1 − α

)
+ α ln

(
1 − p

α

)

ln (gl(h,α)) = hql(α) avec ql(α) = (1 − α) ln
(

l

1 − α

)
+ α ln

(
1 − l

α

)

��� �������
�� �� qp(α) �� �� ql(α) �
�� �
����� � ������ �� 
��� ������� &

q
′
p(α) = ln

(
(1 − p)(1 − α

pα)

)

q
′
l(α) = ln

(
(1 − l)(1 − α

lα)

)

D�� �� α ∈ [1−p,1−l]� ��� ��	��������� �
������ ��� q
′
p(x) ≤ 0 �� q

′
l(x) ≥ 0 �
�� x ∈ [1−p,1−l]�

9�� 	
��������� qp(x) ≤ qp(1 − p) �� ql(x) ≤ ql(1 − l)� D�� qp(1 − p) = ql(1 − l) = 0�
9�� 	
��������� �
�� α ∈]1 − p,1 − l[� 
� � 
�� ���� �����
���� qp(α) < 0 �� ql(α) < 0 � ����
�� 
������� �������������� �� �� �� ��� �
���� ��� &

lim
h→∞

ln (gp(h,α)) = −∞
lim

h→∞
ln (gl(h,α)) = −∞

9�� 	
�������� &

lim
h→∞

gp(h,α) = 0

lim
h→∞

gl(h,α) = 0

�
��� &

lim
h→∞

h(1 − α) + 1√
2π hα(1 − α)

=
1√
2π α

> 0

��

lim
h→∞

hα + 1√
2π hα(1 − α)

=
1√

2π (1 − α)
> 0

FKN
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� �$������� �� 
������������ ����������

D� �� ������ ��� 
�� �
�	��
�� ���
������ �� (uh,i) �� �� (u
′
h,i) ������� 2��� ������� ����
�� 

������ ����� ������� ���
� 
� �
������� �� "���� �� � ���� 
��������

� ]lh,ph[� �
��� 	�� ������
�
�� �
������� ��� ��"����
� '��
����
����(� �
�� ���
�� �
�	 �� ���
����� 
� ������� 	�� ��
"���� �h
 '
��������	� ���� hmin ������ ��
 ��� ��"�� ���� 
� ��
�
����
� ������
� ��� ������
� &
	���� 
� �
��� ���������� ��� �

���
�� '���'�((�

���� 
� 	�� �� "���� 
]�� �
 ��5� �� ��������� 
�� ��
���
�� �� ��	�����	� 	
�	������ (uh,i) ��
(u

′
h,i) �
�� 	
������� ����	������ ��� uh,iu

′
h,i = 1 �
�� �
�� � �� �
�� i ≤ h� 9�� 	
��������� uh,i

�� u
′
h,i �� ������� ��� 2��� ����
�������� ���������� � P�K� �
�	� �
�� �
�� ε < 0.5� �
 ��������

��	�� 	
��
� �� �

���
�� '���( ����"��� 
�� ���� �%�
��!����

�
������
�� � ������� 
� ������� 	�� �� "���� '
h�(� 7
�� (Sh,i) 
� ����� ��"��� ��� &

∀h ∈ N,∀i ∈ N,i ≤ h, Sh,i = uh,i + u
′
h,i

#
�� �


�� �
����� ��� ��	�����	� ��� � ��� 	����� ����� Sh,i ��� ��������� 
� ���
 � F�
9
�� �]F� S1,0 = 1 �� S1,1 = (1−p)+ l > 1� ���%�
��!�� �� ��	�����	� ��� �
�	 ����� �
�� �]F�
7���
�
�� ��� 	���� �%�
��!�� �
�� ����� �������� ���� h ≥ 1� 9
�
�� l = p + α� ���	 α > 0�
#
�� �


�� ���������� ��� ��
���
� �� ��	�����	� 
���� 
�� Sh,i� 9
�� 	�
�� �
�� ���
��
�� 	�

�
��� ������ ����� 
�� uh,i �� ����� 
�� u

′
h,i� ��� ������ ���	���� &

uh+1,i+1 + u
′
h+1,i+1 = (1 − p)uh,i + p.uh,i+1 + (1 − p − α)u

′
h,i + (p + α)u

′
h,i+1

0� ����
����� 
�� ������� �
 ����� &

Sh+1,i+1 = (1 − p)Sh,i + p.Sh,i+1 + α(u
′
h,i+1 − u

′
h,i)

D�� u
′
h,i+1 − u

′
h,i = v

′
h,i+1 ≥ 0� 9�� 	
��������� 
� � 
������
��� �������� &

Sh+1,i+1 ≥ (1 − p)Sh,i + p.Sh,i+1

9�� �%�
��!�� �� ��	�����	�� Sh,i ≥ 1 �� Sh,i+1 ≥ 1� D� �� ������ ��� (1− p)Sh,i + p.Sh,i+1 ≥ 1
'��
���
� ���%	��������(� ��
6 Sh+1,i+1 ≥ 1� ��
� ����� ���� �
�� �
�� i ∈ {0,...,h}� �� ��	����
��� Sh+1,0 = 1 ≥ 1� 
� �� ������ ��� ∀i ∈ {0,..,h + 1}, Sh+1,i ≥ 1� �� ��� ������� 
� ��	�����	��
#
�� ���
�� �
�	 �� ��
���� 
� 	�� 
h�� 0� �1��� 
� �
��� �� ���� ������ ����� ���������� 
�
���
� � F� 
��� ��� ���� ������ �
�� 2��� ��������� 
� ���
 � P�K �

FKO
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�� 	
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� ������ �
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� ���� �
��� ��
��� �� �������

4��� �������� 	���� �
������
��� �� �����
���� ��� � �� ������ ��%����� '�
��� �%��!�� ���
��������(� ���� �� ������ ��� 	
�	���� ���
�����

#
��� �
��
�����
� ��� �
���� ��� 
��������	� �� ����������� �������� � �� �%��!��� ���
�
����� 2��� �����	���� � 	����� �������� ���� �
��� �� ��� ��
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�
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Objectif

(nature + précision)

spéficié a priori

Moyens de perception

+ moyens d’action
Apprentissage
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de renforcement

statistiquement

Résultat interprétable

Objectif

(nature uniquement)

Précision avec laquelle
l’objectif peut être
atteint avec certitude

Moyens de perception

+ moyens d’action

l’atteinte de l’objectif

Résultat déterministe

Apprentissage de
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L’automate de Turing possède un nombre d’états fini et est composé d’une tête devant
laquelle se déroule un ruban divisé en cellules et qui peut se déplacer aussi bien de droite
à gauche que de gauche à droite. N’importe quelle fonction calculable peut être calculée
par cet automate grâce à l’ensemble de règles auxquelles il est soumis et que l’on peut
toujours déterminer. Ces règles sont de trois types:

1)
Dans un état Si, l’automate remplace Aj, contenu dans la cellule au dessous de la
tête par Bm, puis passe dans un état Sk

2)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la droite et l’automate passe à l’état Sk

3)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la gauche et l’automate passe à l’état Sk

Si   Aj   Bm   Sk

Si   Aj   DSk

Si   Aj   GSk
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